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Le but de I'exercice est de montrer que I'équation (E) : e* = % admet une unique solution dans I'ensemble R

des nombres réels.
Partie A - Existence et unicité de la solution
On note f la fonction définie sur R par:
_ 1
fx)=x—e x=x—e—x
1. Démontrer que est solution de I'équation (E) si, et seulementf&ix) = 0

2. Etude du signe de la fonctiorf.
2. a. Etudier le sens de variation de la fonctfosurR, et déterminer la limite enco et en+oo.
2. b. En déduire que I'équation (E) posséde une unigiu¢i@n surR, notée.

2. c. Démontrer que. appartient a I'intervall% ;1].
2. d. Etudier le signe dg¢ sur l'intervalle[0 ; a].

Partie B - Deuxiéme approche
On noteg la fonction définie sur l'intervallg ; 1] par :
1+x
9 =1
1. Démontrer que I'équatiof(x) = 0 est équivalente a I'équatigtix) = x.
2. En déduire que est l'unique réel vérifiarg(a) = a.
3. Calculerg’(x) .

—e*. f(x)
(1 +e%)?
En déduire que la fonctignest croissante sur l'intervalle ; «].

On montrera que g'(x) =

Partie C - Construction d'une suite de réels ayant pour limite a.

On considere la suitg:,,) définie par u, = 0 et, pour tout entier naturel par : u,,; = g(u,).

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entiarrebt : 0 < u, < u,,; < a.

2. En déduire que la suite,) est convergente. On natesa limite.

3. Justifier I'égalitég(£) = £ . En déduire la valeur dk

4. A l'aide de la calculatrice, déterminer une vakspprochée de, arrondie a la sixiéme décimale.
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(E):e* =~

Partie A:f(x) =x—e™*
1° pour x non nul , (0 n’est pas sol de (E X@}+# 0), on a
f(x) =O@x—e‘x=O(:>x=e‘x(:)xzeix@exziﬁxsolde(E).

2a) dérivée
f est dérivable suR
Pourxe R: f'(x) =1—(—e™) =1+e7*

Signe de la dérivée : pour taXitdeR, on ae* > 0, donc
Pour toutx deR, on ae™™ > 0 doncl + e™ > 0 doncf'(x) > 0
Ainsi la fonctionf est strictement croissante &ur



2b) limite en —oo

lim (—x) = 4o et lim eX = 400 = lim e™* =40 = lim —e ¥ = —o0
X——00 X—+o00 X——00 X——00
lim x = —
X——00
d'ou lim x —e™ = —0

X——00
ainsi lim f(x) = —oo

X—>—00

Limite en +o

lim (—x) = —oet limeX=0= lim e* =0
X—+00 X—>—o0co X—>+o00
lim x = 4o
X—+o00
d'ou lim x —e™ = 400
X—+00
ainsi lim f(x) = +oo
xX—+00
X —0o0 400
f'(x) +
+ oo

@) /.

—00

Th de la bijection,

D’apres I'étude de ses variations, la fonctfoast continue et strictement croissnateRsur
doncf est une bijection d& sur son imag®&

De plus & R,

donc I'équationf (x) = 0 admet une unique solution ddRsnotéen, .

1
2c) f(3)=1-e2~-1148 etf(1)=1—e'~ 0,632

Donca € E 1]
2d) d’apres le tableau de variation complété aveclution de I'équatiorf(x) = 0, on a:

X —00 o + 0o
f(x) - 0 +
Partie B :
1+x
xX) =
9() 1+e*
10
g(x)=x<=>11:;x=x<=>1+x=x(1+ex)<=)1+x=x+xex<=)xex=1(=)ex=§<=>f(x)=0.

2° d’apres la partie A2y est 'unique solution de I'équatigi(x) = 0,
donca est I'unique solution de I'équatig(x) = x
donca est 'unique réel vérifiang (a) = a

3° DérivéePour toutc de[0; 1],ona:

1(1+ex)—ex(1+x)_ 1—xe* _ex(eix—x)_ex(e‘x—x)_exx(—f(x))
(1+ ex)? T (14e9)? (1+e¥)?  (1+e¥)? (14 e¥)?

g'(x) =



Signe de la dérivée:
ona [0;a] c[0;1]
Poure [0;a] ,ona:
e f(x)<0donc-f(x)=0
e e*>0
e (1+e®%>0
Doncg’'(x) =0
Ainsi la fonctiong est croissante sfi0; « ] .
Partie C :
Uy =0 etuyy = g(uy,)
1° montrons par récurrence que pourtoutndeN,ona 0 <u, <u,,; <«
Etape 1 n =0

1 1
uy =0 etu, =guy) = g(0) = > de plus a € [5' 1]

DoncO <y, <y, <«
L'inégalité est vraie pout = 0

Etape 2 : on suppose que pour un entjean a0 < u, < u,41 < a,
eton prouve QU8 < Uy S Uy S @

HR) 0<u,<up;<a
donc g(0) < g(u,) < g(un41) < g(a) car la fonctiory est croissante sur [Gy;]

1 1
Donc; SUpy1 S Upip <a carg(0) = set gla)=a
Conclusion :
d’apres le principe du raisonnement par récurrepoarr toutndéiN,ona 0 <u, <u,,; < a

2° D’apreés la relation établie a la question 1sdde(u,) est croissante et majorée par
donc la suitdu,,) converge.

3° Limite soit? la limite de(u,,)
* liT u, =¢ = liT g(u,) = g(¥) carg est continue sur l'intervall® ; 1]
n—-+oo n—+oo
= lim up,, = g(f)
n—-+oo
* nl_zlnooun ={= nl_IHIOO Uper =7

Doncg(¥) = 4.
D’apres la question B2q, est 'unique réel vérifiantg(a) =« Donct = a

4°u, ~ 0,567 143
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