Exercices annales corrigés : Suites

Sujet national septembre 2007 ( bac blanc 2008)
1. La suiteu est définie paru, = 2 et u,.q = %un + ; pour tout entier naturel

a. On a représenté dans un repére orthonormé divegglath donné ci-dessous, la droite d’équagion gx +§ et le pointA
de coordonnées (2 ; 0).
Construire sur I'axe des abscisses les quatre prertg@rmes de la suite

L, . . . 23
b. Démontrer que si la suiteest convergente alors sa limite ést P

Z . 23
c. Démontrer que pour tout entier natunen a : u, > 7.

d. Etudier la monotonie de la suiteet donner sa limite.

2.a.Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 1.
n+1
1

Dé t -Zl—(l 1)’t‘d‘ 1+1++1_1(1 1)
emontrer que : k=210k—90 10m ,c estadire que 102 103 10n+1_90 10m
b. La suitev est définie par,, = 1,2777 ... 7 avecn décimales consécutives égales a 7.
Ainsivg=1,2, vy =1,27 etv,=1,277.
En utilisant le 2. a. démontrer que la limite dsuétev est un nombre rationnelc’est-a-dire le quotient de deux entiers).
3. La suiteu définie au 1. et la suitesont-elles adjacentes ? Justifier.
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1. La suiteu est définie paru, = 2 etu,, = gun + ; pourn €N .
b) si(u,) converge, alormu, = ¢ avect réel,

d li ={ et li 1 +23 —1€+23

one Jim unsy = ¢ et lim (5 +37) =3¢+
1 23 2 23 23

donc £ ==f+— donc=¢=— doncft =—

3 27 3 27 18



P 23
c) Montrons par récurrence : pour toutn deN , on au, > 7

1% étape : n =0
Onauy,=2et2> g doncu, > g L'inégalité est vraie poumt = 0
2°M étape :

N 7 . 23
Hypothése de récurrence : paiN entiern, on au,, > P
23
On prouve quet,,; > P

23
(HR) u, > s
1 23

1 23>23+23
3 27 54 27

Conclusion : D’apres le principe du raisonnememntr@aurrence,
23
pour tout n delN, on a :u,, > P

d) Monotonie : Pour toutn deN, on a :

1 23 2 23
* Upyp —Up=ZUp+ o~ Uy =—ZU, +
n+1 n 3n 27 n 3°n 27
23 2 -23 2 23
. un>E(ch1c):—gun<7=>—5un+;<0=>un+1—un<0

Ainsi la suite;, est strictement décroissante

Limite de u :
La suiteu est décroissante et minorée donc convergente.

z N . . 23
De plus, on a prouvé a la qlb : si u convergeséioru = 5

. . . 23
Ainsi la suiteu converge vers
2) Etude de la suitev :

a) pourn > 1 :il s’agit de la somme des termes consécutifa@’suite géométrique de raisléon, de £’

terme% , et constituée dér + 1) — 2 + 1 termes , c’est-a-dire termes.

n+1 1\"
21_1+1++1_1X1—(ﬁ)_1x10<1 1)_1(1

10k 102 103 10n+1 102 1 1 100" 9 10/~ 90
k=2 _E

b) pour>1,o0ona:

1 1
v, = 1,27777 ....7 =12+ 0,07 + 0,007 + --- + 0; 00000 ..7 =1,2+ 7 X (— +—=+

102 103
Donc d’apres 2a) ,on ay, = 1,2 + 7 X %(1 - #)
Calculondim vy, :
1
. n_ S . b
nllgl-loo 107 = too = nllg-loo 10mn 0= nllgl-loo 1 10n 1
lim 1,247 ! (1 ! ) 12+7 23

—1 , X — X —_—— =1, _—=

neo o 90 107 90 18
3° * la suiteu est décroissante
* La suitev est croissante, car,,; — v, = # > (0 pour tout n

. . 23 .
*x limu =limv = T n1_1>r4rrloo(vn —u,) =0

Les trois contraintes sont vérifiées, ailesi suitesu et v sont convergentes.

)
1o0n/)

1
ot 10n+1)
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Soit f1a fonction définie sur l'intervalle [0 ;+co[ par: f(x)=6 —%1 .
X

Le but de cet exercice est d’étudier des suites (u,) définies par un premier terme positif ou nul u, et vérifiant pour
tout entier naturel n: u,,, =f(u,).

1. Etude de propriétés de la fonction f

a. Etudier le sens de variation de la fonction fsur l'intervalle [ 0;+o [ .

b. Résoudre dans I'intervalle [0 ;+o [ I'équation f(x)=x.On note a la solution.

c. Montrer que si x appartient a l'intervalle [ 0 ;a[ , alors f{x) appartient a I'intervalle [ 0 ;a[ .

De méme, montrer que si x appartient a I'intervalle [ a;+ 00[ alors f{x) appartient a l'intervalle [ a;+to [ .

2. Etude de la suite (u,,) pour uo = 0

Dans cette question, on considere la suite (un,) définie par u, = 0 et pour tout entier naturel n
5
=f =6- .
uI'H-l (un) un +1

a. Sur le graphique ci-dessous, sont représentées les courbes d’équations y = x et y = f{x).

Placer le point A, de coordonnées (u, ; 0), et, en utilisant ces courbes, construire a partir de A, les points A;, A,, A
et A, d’'ordonnée nulle et d’abscisses respectives uy, u,, u; et u,.

Quelles conjectures peut-on émettre quant au sens de variation et a la convergence de la suite (uy) ?
b. Démontrer, par récurrence, que, pour tout entier naturel n, 0suy, <u,,, <a.

c. En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

3. Etude des suites (u,) selon les valeurs du réel positif ou nul u,

Dans cette question, toute trace d’argumentation, méme incomplete, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera
prise en compte dans Uévaluation.

Que peut-on dire du sens de variation et de la convergence de la suite (u,) suivant les valeurs du réel positif ou nul
Uo ?

1. Etude de propriétés de la fonction f

a. Etudier le sens de variation de la fonction fsur l'intervalle [ 0;+o [ .
b. Résoudre dans I'intervalle [0 i+ 00[ I’équation f ( x) =x.On note ¢ la solution.

¢. Montrer que si x appartient a I'intervalle [ 0 ;a'[ , alors f{x) appartient a I'intervalle [ 0 ;a'[ .



1l.a. Dérivee :
f est une fonction rationnelle , dofiest dérivable sur son ensemble de définition® |.

Pour toutx de [0 ; o [:

5
f(X)—6—?—6 5 X% )

!
Avec (—) = —2 ,ona:
u u

1 5
f1e = _SX(_(x+1)2> T @r1)?
Signe de la dérivée
Pourtoutr de[0; +o[: (x +1)? >0 = ——

o ) >0=f'(x)>0

Sens de variation :
La fonctionf est strictement croissante sur [ Oqg |

1.b : résolution de I'équationf(x) = x
Pour toutx de [0 ; +o [
flx) =x

5

x+1

6x +1
=

x+1
S 6x+1=x%4x

& x2—-5x—1=0 A=29

5—+/29 5++/29

SN = — =
X 5 oux 5

S 6 —

=X

5++v29
2

La solution de I'équatiofi(x) = x esta , aveca =

l.c.

Pour toutx de[0;«af, ona:

0<x<a

= f(0) < f(x) < f(a) carf est strictement croissante sur [ Oq
Orf(0)=6—-5=1 etf(a)=a

=1<fx)<a
=0<fx)<a car[l;a[c[0;a]

Ainsi, pour toutx de[0;a[,onaf(x) € [0;a]

2.a.
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pourtoutndeN,ona:0<u, <u,,;1 <a.

tape n

1ére é D

On a :u,

La suite(u,,) est croissante et converge vers
L’i

Montrons par récurrence que:
0

2.b.

=1doncO <uy <u; <a. (notonsx = 5,19)

0, le plus petit entier d& .

) vraie pour =

lité est (déja

7

inéga

2°Me&tape :

On suppose que pour un entier,ona 0 < u, < Up4q < Q.

On prouve quU® < U, 4q < Upyp < a.

0<u,<upy <.

= f(0) < f(up) < f(ups1) < f(a) carf strictement croissante spfr; +oo[

= 1<uUpy1 SuUpp =<« carf(o) =1, f(a) =a etuy,, = f(un+1) Unt1 = f(un)

= 1<uy; <up<a car[l;a[c[0;a

Conclusion :

,ona:0<u,<u,;1 <

tout n deN

pa

le principe du raisonnement par r&Emce ,pour

Y

apres

Ainsi, d’

2.C. ONn a prouve :

pour toutn deN ,ona 0 <u, < u,4+; < «a,

on en déduit que la suife,,) est croissante et majorée pardonc convergente vers un réel



recherche det :

_ _ _ 5 5 , 5
A =, G D) S S T T A T

*Tllirfwunzi’:nlirfmunJ,l:{’
Dol6———=¢ = f(f) =L = £ =

Ainsi la suite(u,,) converge vers

» Pour toute valeur de, € [0; a[ , la suite(u,,) sera croissante et convergente vers

 Pouruy, = a, la suite(u,,) sera constante aveg,, = a pour tout n déN , donc convergente
versa

» Pourtoute valeur de, €] a; +o[, la suite(u,,) sera décroissante et convergente wers

En effet dans la® étape du raisonnement par récurrence , omauraf (uy) < ug
La XM°étape est inchangée, puisqu’elle ne dépend daldandeu,
Justification : résolvons dans [ [0+ I'inéquation

5
f(x)<x<=)6—m<x

S6—x<——
x+1

S 6-x)(x+1)<5carx+1>0
& —x*+5x+1<0=x*-5x—1>0S x €]a; +o
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On considére une droite D munie d’un repére (O ;). Soit ( A, ) la suite de points de la droite D ainsi définie :
* Ay estle point O ;

* A, est le point d’abscisse 1 ;

* pour tout entier naturel n, le point A, est le milieu du segment [ A A ] .

1. a. Placer sur un dessin la droite D, les points Ao, Ai, Az, A3, A, As et A¢. On prendra 10 cm comme unité
graphique.

b. Pour tout entier naturel n, on note a, 'abscisse du point A,. Calculer a., as;, a, as et ae.

&t A

c. Pour tout entier naturel n, justifier I'égalité : a.,, >

. . . 1
2. Démontrer par récurrence, que pour tout entier n, a,,; = S +1.

. . s . 2
3. Soit (V) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = a, 3

, . PN . 1
Démontrer que ( Vi ) est une suite géométrique de raison _E .

4. Déterminer la limite de la suite ( A ) , puis celle de la suite ( a, ) .

Correction
1.a.
1.b.

A, est le milieu de [AyA,]d’ abscisses respectives aget a, :

1 1 1

1 3

1 1

1

1 1 3 5
@ =5 +a) =3(3+3) =3



1 1,3 5 11
as =5 @+a) =3(5+5) =15
1,5 11 21
25+ 1)

1
a6=§(a4+a5)= st1e) =32

1c. A, ., est le milieu de [A, A, 41]d abscisses respectives ayet a1 *

1
Apyz = E(an + any1)

4 . 1
2 : Montrons par récurrence, que pour tout entier n, a,,; = — 7 an +1
1¢re ¢tape : n =0
Ona:aqy=0 g, =1

1 1

donc I’égalité est vraie pour n = 0

2¢me étape :

. . _ 1
On suppose que pour un entier n,ona: a,,; = —-a, +1
) 7 . . 1
et on prouve que I’égalité est vraie pour l'entiern + 1, a,,, = — Sns1 +1
Apy1 = —Ean +1

1
= ay +any :an+(_§an+1)
1
= a, +an+ =§an+1

1 1
:>E(an +an+1) zzan +E

1 1
= Qp+2 :Zan +E
or Apy1 = _Ean tl=ay,-1= _Ean = 2(an+1 - 1) =—0ap = ap = _Z(an+1 - 1)

1 1
= Qpyz = Z(_Z(an+1 - 1)) + E

= Qpyz = _Ean+1 +1

Conclusion :

N . . . 4 1
D’apreés le principe du raisonnement par récurrence, pour toutn de N,ona a,,, = — S +1

3. Pour tout entier n de N
2

Un+1 = Qni1 — §

. . . 7 J) . 1
Ainsi la suite (v,, ) est géométrique de raison — 3



4 . Limites

n

1 ) 1 ) ) 2 2 ) 2
—1<—E<1ﬁ lim (—E) =0= lim v, =0= lim (vn+§)=§ﬁ lim an=§

n-+oo n-+oo n-+oo n-+oo

2 2 2
ngrfmvn =0=>ngrfm<vn+§> =§=>ngrfman =3

2010 septembre Antilles

On considere la suite de nombres réels (u,) définie sur N par: w,=-1, y = > et, pour tout entier naturel n,

—y. -t
Upi2 = Uhea 4Un-

1. Calculer u, et en déduire que la suite (un) n’est ni arithmétique ni géométrique.

fe . . 1
2. On définit la suite (v,) en posant, pour tout entier naturel n : v, = Uy, - Eun.
a. Calculer vo.

b. Exprimer v+, en fonction de vs.
c. En déduire que la suite (v,,) est géométrique de raison >

d. Exprimer v, en fonction de n.

o . . u
3. On définit la suite (wy,) en posant, pour tout entier naturel n: w, =—.

n

a. Calculer wo.

- v Tees 1 . .
b. En utilisant ’égalité u.,, =, +Eu” , exprimer wr., en fonction de u, et de vn.

c. En déduire que pour tout nde N , wn+1 = wn+2.
d. Exprimer w;, en fonction de n.

4. Montrer que pour tout entier naturel n u, = 22; 1.
k=n
5. Pour tout entier naturel n, on pose : §, = Zuk Sy tu ot
k=0
. , 2n+3
Démontrer par récurrence que pour toutndeN : § =2- o

- . 2t 1 . 1
On consideére la suite de nombres réels) définie sufN par: uy = -1, u; = 3 et, pour tout entier nature] upy, = Upyq — TUn

1. Calculeru, et en déduire que la suite,) n’est ni arithmétique ni géométrique.

111 -3
=370 =3

1 3 . 3 011
ul—uozz—(—l)zg mais uz—ulzz—gzzdoncuz—ul;tul—uo

u2=u1—

Donc la suitg(u,,) n'est pas arithmétique
1 3
o2 - —% mais Z_Z == % les quotients sont différents donc la siiitg) n’est pas géométrique
)

Ug -1
2. On définit la suit€v,,) en posant, pour tout entier natwelv, = u,,; — %un.

1 11
2a vyg=u —-uy=-+-=1.
0 1 27075 "2

2.b. Pour toutn deN :

1 1 1 1 11( 1)1

Un+1 = Uny2 — Eun+1 = Upy1 — Zun - Eun+1 = 2 Upt1 — 7 Un Upt1 — Eun

4 2
2.c.Pour toutn deN, v, = %vn donc (v,,) est géométrique de rais%m



n n

2.d. La suite(v,) est géométrique de rais%zmn en déduit quey, = v, X (%) :(—)

3. On définit la suitdw,,) en posant, pour tout entier natutelw,, = Z—"

n
Vo

3. b. pour tout n déN

1 1
Uppy Untpln 2 (Vn + jun) 2u, +u, 2V, Uy Uy,
Un+1

=7 vn vn vn vn vn
2 n

3.c.Pour toutr deN : wy,; =2 + Z—" =2+w,

n

3.d. D’'apres 3.c., la suitéw,,) est arithmétique de raison 2
Donc pour tounh deN,onaw, =wy+2xn=-1+2n
4. Forme explicite de(u,,)

. Un 1\" 2n—-1
Pour tout entier naturet , w,, = - donc u, =v, Xw, = (5) (-1+2n) = -

n

5. Pour tout entier natureln, on pose

k=n
Sn =Zuk=u0+u1+u2+---+un.

k=0
Démontrons par récurrence que pour toum deN: S, =2 — 2'2’:3.
1°" étape : démontrons que la propriété est vraie peo
D’une partS, = ug = -1
D’autre part,2 — 2X00+3 =2-3=-1

2 1

Donc I'égalité est (déja) vraie pour= 0, le plus petit entier d& .

eme 4

2~ "etape:
On suppose que pour une certaine valeur de I'emtidiégalité est vraie

c'est-a-dire ques,, = 2 — 2';3 est vraie. (hypothése de récurrence)
On prouve que S,,;; =2 — 2(7;% est vraie soit gk, =2 — 222—":15
k=n+1
Observez que : S;,41 = z U =Ug+ U Uy + Uy U = Sy + Upgs
k=0
2n+3
Sp=2-— o
2n+3
= SptUpy =2 o t Unse
2n+3
= Sp41 = 2 — o t Unye
2n+3 2(n+1)-—1 L 2n—1
= Spe1 =2 — on + ot (car d'apres 4. u, = on pour toutn)

2n+3 2n+1
2n +- 2n+1
22n+3) 2n+1

2 X 2n + 2n+1
—4n—-6 2n+1

2n+1 + 2n+1

= Sp41=2-—

= Sp+1 =

:Sn+1=2+



2n+5

= Sn+1 = 2 - o

Conclusion :
Ainsi , d’apres le principe du raisonnement paurgnce , pour tout delN , on a u,, > 1.



